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1 Introduction 

Dans cet article, nous définissons la notion de correspondance compatible avec 
une relation binaire. Dans le cas des relations d'incidence points-droites du plan 
projectif sur le corps fini F2, nous montrons qu'il existe une telle correspondance 
" générique" , et nous appliquons ce résultat au problème de Beckmann-Black et 
au problème de Noether relatif au groupe PGL3(F2), noté parfois 

DÉFINITION.- Soit deux ensembles finis A et B de cardinaux respectifs N et 
M , C une partie de A x B , pA ■ C ^ A et pB '■ C B les projections. On 
suppose qu'il existe deux entiers n et m tels que, pour tout a Cz A et b Cz B, 
Gard p^"'^ (a) = n et Gard (5) = m. 

Soit de plus Ci et C2 deux courbes définies sur un corps k. Une correspon- 
dance r C Cl X C2 de bidegré n — m est dite compatible avec C si, étant donné 
un point générique P de Ci, il existe une famille de N points distincts V de Ci 
contenant P et indicée par A, ainsi qu 'une famille de M points distincts Q de 
C2 indicée par B , telle que (a, 5) G C équivaut à {Pa, Qb) G P- 

Exemple.- Soit n > 5 un entier, et A (resp. B) les n sommets (resp, les n 
côtés) d'un polygone convexe à n sommets, la partie C C A x B étant formée 
des couples (a, 6) tels que a G b. Soient Ci et C2 deux coniques définies sur C, 
et P la correspondance de bidegré 2 — 2 sur Ci x C2 définie par (a, 6) € P si et 
seulement si a appartient à la tangente en 6 à C2. Supposons qu'il existe une 
partie M formée de n points distincts de P tels qu'on peut indicer la projection 
de M sur Ci par ^(resp. sur C2 par B) de telle façon que (a, 6) G C si et 
seulement si {Pa,Qb) G ^P Le théorème de Poncelet affirme qu'alors P est 
compatible avec C. 

Nous montrons ici que, pour tout choix d'indéterminées (xa) indicées par 
le plan projectif P^(F2), il existe une correspondance sur P^ x P^ définie sur 
Q{{xa)aeA), compatible avec les relations d'incidence points-droites de P^(F2). 

Plus précisément : 

Théorème 1.- Soit A = P^(F2) et B l'ensemble des sept droites de A. Pour 
tout système d'indéterminées {xa)aeA, H existe une famille {yb)beB d'éléments 



distincts de K = Q((xa)), unique à homographies près, et une 3 — 3 correspon- 
dance T C X définie sur K , unique une fois fixés les yj,, telle que, pour 
tout a G A etbGB, {xa, yb) gT si et seulement si a €b, et compatible avec les 
relations d'incidence points- droites de P^(F2). 
On en déduit sans difficulté : 

Théorème 1'.- Il existe un polynôme S G Q[Ao,...,A6] tel que, si k 
est un corps de caractéristique nulle, si P = X"^ + a^X^ + . . . + ao G k[X] 
est un polynôme séparable de groupe de Galois contenu dans £3(2) tel que 
S{ao, ■ ■ ■ ,(17) 0/ et si f est une bijection de A = P^(F2) sur les racines 
de P préservant sa structure galoisienne (Le. a,b,c alignés si et seulement 
si f{c) £ k{f{a),f{b)), il existe une famille {PbjheB d'éléments distincts du 
corps des racines de P, unique à homographies près, et une correspondance 
F G y], unique une fois fixés les (/?;,), vérifiant F{f{a),(3h) = si et 
seulement sia Gb, et compatible avec les relations d'incidence points- droites de 

P\F2). 

Nous donnons deux applications de ce théorème : 

I. Problème de Beckmann-Black 

Soit k un corps, et G un groupe fini. Le "problème inverse de Galois" pour le 
corps k et le groupe G consiste à rechercher s'il existe une extension galoisienne 
de k de groupe de Galois G. Pour aborder ce problème, une méthode qui s'est 
révélée féconde consiste à construire une extension régulière de k(T) de groupe 
de Galois G. Par spécialisation de T en des élément de k, on obtient ainsi une 
infinité d'extensions de k de groupe de Galois G. 

Il est naturel de se poser le problème inverse : soit K/k une extension de 
groupe de Galois G. Existe-il une extension galoisienne L/k{T), régulière sur 
k, qui, par spécialisation (par exemple en T = 0) donne l'extension K/kl 

Cette question, appelée parfois problème de Beckmann-Black [1], et que 
Black [2] a conjecturée avoir toujours une réponse positive, est résolue, en par- 
ticulier dans le cas où fc = Q, pour les groupes abéliens, le groupe symétrique, 
le groupe alterné A„ et une infinité de groupes diédraux. 

Nous montrons ici, comme corollaire du théorème 1, qu'il en est de même 
pour le groupe PSL2(F7). Ce groupe est d'ordre 168; il est isomorphe à G = 
PGL3(F2), et admet donc une représentation de degré 7. 
Plus précisément, nous montrons : 

Théorème 2.- Soit {xa)a£A sept indéterminées indicées par A, le plan 
projectif sur F2, K — k{{xa)aeA) et P = Y\a{^~^a)- H existe un polynôme Q G 
iîr[X], de degré 6, dont les coefficients sont invariants par G, et tel que le groupe 
de Galois de P — TQ sur le corps K{T), où T est une nouvelle indéterminée, 
est isom,orphe à G. Le nombre de points de ramification du revêtement X 1— > 
T = P/Q est égal à 6, et le type de ramification est (2^, 2^, 2^, 2^, 2^, 2^). 

^dans ce genre de situation, nous dirons parfois ici pour abréger que P est suffisamment 
général. 
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d'où l'on déduit aisément : 

Théorème 2'.- Soit k un corps de caractéristique 0. Il existe un polynôme 
non nul Hi e Z[Ao, . . . , A^], où les Ai sont des indéterminées, tel que, si P = 
X'^+aQX^ + ...aQ est un élément de k[X] de groupe de Galois contenu dans G et 
tel que Hi{ao, ■ ■ ■ ,ae) ^ 0, il existe Q G k[X] de degré < 6, tel que l'extension 
L de k{T) obtenue par adjonction des racines de P — TQ soit k-régulière de 
groupe de Galois G. 

Remarque.- Il existe de même un polynôme non nul H2 G Z[Ao, . . . , A^] 
tel que, si les coefficients de P n'annulent pas H2, le type de ramification de 
l'extension L soit (2^, 2^, 2^, 2^, 2^, 22). 

Exemples avec fc = Q.- 

1) On peut prendre pour P un polynôme scindé, par exemple P = X{X'^ — 
- 4)(X2 - 9). On trouve alors Q = -259x^ - ISSTSx^ + 28812a;'^ + 

93494x3 - 22709x2 - 192228x - 151380. 

2) Si l'on prend le polynôme de Trinck P = X"^ — 7X + 3, bien connu pour 
avoir G comme groupe de Galois, on trouve 

Q = 2X^ - X^ - X'^ - X^ - X + 2= {X - l f{X + 1){2X^ +X + 2). 

Le discriminant de P — TQ est 

81(T2 - 5T + 7)2(800T3 + 2ir2 - 441T + 3087)^. 

3) On retrouve comme cas particuliers les familles de polynômes de groupe 
de Galois G trouvées par La Macchia [3], ainsi que par Matzat et Malle [4]. 

4) Dans [5], Malle construit une famille de revêtements de P^ dans P^ de 
groupe de Galois G ayant la même dimension "géométrique" (à savoir 3) que 
ceux construits ici. 

IL Problème de Noether 

Comme autre corollaire du théorème 1, nous montrons que le problème de 
Noether admet une réponse positive pour le groupe G = PGL.3(F2) agissant sur 
sept points. Plus précisément : 

Théorème 3.- Soit i^a)i^^p2(^'P2) ^^P^ indéterminées indicées par le plan 
projectif sur F2; soit K = Q((xq)), muni de son action naturelle par G . Le corps 
des points fixes de K sous l'action de G est une extension transcendante 
pure de degré 7 de Cl. 

Comme il est bien connu, ceci est équivalent à l'existence d'un polynôme 
P G Q(Ti, . . . , r7)[X], où les Tj sont des indéterminées, tel que tout polynôme 
"suffisamment général" de degré 7 défini sur une extension A: de Q et dont le 
groupe de Galois est contenu dans G s'obtient en spécialisant les indéterminées 
Tj en des valeurs de k. 

Remarque.- Dans un preprint [7], B. Plants montre, en utilisant l'article [6], où 
est prouvé un analogue du théorème 2 pour les groupes alternés d'ordre impair, 
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que le groupe alterne A2n+i vérifie la propriété de Noether si et seulement si il 
en est de même de A2n- H retrouve ainsi le fait que A5 possède la propriété de 
Noether. 

2 Le plan projectif A 

Afin de pouvoir donner des formules explicites, numérotons les sept éléments 
(1, . . . , 7) de ^ et les sept éléments (1', . . . , 7') de S de la façon suivante : 



Ainsi, a e 6' si et seulement si 6 e a'. 

Pour tout élément z de A ou S notons Gi le sous-groupe de G = PGL3(F2) 
stabilisant i; Gi est isomorphe au groupe symétrique 84- Par exemple, Gi 
est engendré par les deux permutations (234) (576) et (2365) (47) et Gv par 
(234)(576) et (1567)(34). 

Soient (xi)i<i<7, X et Y des indéterminées, P = Yl{X ~ Xi) et K = k{{xi)); 
on fait agir G sur K{X,Y) trivialement sur k{X,Y) et, pour tout a € G, par 

ct(.Xj) = .T^(i), 1 < /■ < 7. 

On choisit d'autre part un 7-Sylow Syl de G; pour tout i G Aou B, l'application 
Syl — > G/Gj est bijective. 

Nous aurons besoin du lemme suivant, où : Gi ^ {il} sst la signature: 
Lemme.- Pour tout i dans A ou B, notons Sti le k-sous-espace vectoriel de 
k[xi, . . . ,X7] formé des polynômes homogènes p e k[xi, . . . , 2:7] de degré au plus 
1 en chaque variable et de degré total 3, tels que. pour tout a <E Gi, on ait 
a{p) = ei{a)p; Sti est de dimension 1. Plus particulièrement, le polynôme 

Ul = {X2 - Xs){X4 - X5){X6 - X7) + {X2 - X4){xs - X7){X5 - Xq) 

est un générateur de Sti, et 

vi = X2{x5 - xr){xi - xe) + x^ixi - X5){xr - xe) + X4{xi - xr){x6 - X5) 
est un générateur de Sti' ■ De plus, pour tout a £ k, on avi{xi+a, . . . ,xr + a) = 

Vi{Xi,. . .,X7). 

Remarques.- 1) ui est nul (pour des spéciahsations ai distinctes deux-à- 
deux des indéterminées Xi) si et seulement s'il existe une homographie involutive 
permutant «2 et ag, «a et «5 , «4 et «7. 

2) Par suite, il n'est pas possible, pour des spécialisations ai des Xi distinctes 
deux-à-deux, que ui et ses analogues Ui soient tous nuls : sinon, on aurait sept 
homographies involutives commutant deux-à-deux. 



1' 
2' 
3' 
4' 
5' 
6' 
7' 



(234) 
(135) 
(126) 
(147) 
(257) 
(367) 
(456) 
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3 Démonstration du théorème 1 



Soit F une correspondance 3 — 3 compatible avec les relations droites-plans de 
P^(F2), c'cst-à-dirc un polynôme à deux variables X,Y de bi-degré 3, défini à 
une constante multiplicative près. On peut, par composition de la correspon- 
dance F avec elle-même, lui associer une correspondance "complémentaire" H, 
de bidegré 4 — 4, telle que, si {xa)aeA et {yb)beB sont des quantités telles que 
F{xa,yb) = si et seulement si a G 6, on ait H{xa,yb) = si et seulement si 

Plus précisément, le résultant de F{X,Y) et F{Z,Y) relativement à Y est 
de la forme {X — ZYRi{X, Z), où Ri est un polynôme symétrique de bidegré 
6 — 6, qui associe à l'un des Xa les six autres. De même, le résultant de Ri{X, Z) 
et de F{Z, Y) relativement à Z est de la forme F{X, YYH{X, Yf, où H est la 
correspondance cherchée. 

Pour montrer le théorème 1, nous prouvons d'abord l'existence de H, puis 
celle de F : 

Théorème 1".- Conservons les notations du théorème 1. Il existe une 
famille {yj)j^B d'éléments de K, une 3 — 3 correspondance V, et une 4 — 4 
correspondance F' sur x , telle que {xi,yj) G F (resp. {xi,yj) G F'^ si et 
seulement si i G j (resp. i ^ j). 

Le théorème 1" revient à montrer l'existence de deux polynômes F et H dans 
K[X, Y], de bidegrés respectifs 3 — 3 et 4 — 4, et de sept éléments {yi, . . . , yr) 
de K, tels que F{xi,yj) = si et seulement si i e j' et H{xi,yj) = si et 
seulement si i ^ j'. 

Pour tout j, 1 < i < 7, notons rj = JJ^^zj^iX - x^) et Sj = Yl^^j,{X - Xi). 
Les assertions du théorème reviennent à dire qu'il existe trois suites (yj), (oj) et 
{bj), 1 < j < 7, telles que, si l'on pose, pour 1 < j < 7, Lj{Y) = Y[^.^j{Y - y^), 
le polynôme 

F^J2 ajLj{Y)r,{X), resp. H = Y1 b,L,{Y)s,{X) 

est de degré 3 (resp. 4) en Y. 

Le fait que H est de degré au plus 4 en F s'écrit 

r EM. = o 

l T,bjyjSj = o 

Comme les sept polynômes Sj sont de degré 4, l'espace des combinaisons linéaires 
les annulant est de dimension 2 . En effet, si l'on choisit cinq sj, il est clair que 
quatre d'entre eux exactement ont une racine commune, et le cinquième ne peut 
donc pas en être une combinaison linéaire. Supposons pour fixer les idées que 
Xi est cette racine commune; les quatre polynômes sont alors si, S5, sq et S7. Le 
déterminant de ces quatre polynômes divisés par X — Xi dans la base canonique 
{1,X,X'^,X^} est égal, au signe près, à 

Ui{X2 - X6){X3 - X5){X4, - X7), 
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011 ui a été défini dans la section précédente, et est donc non nul. Par suite, 
toute partie à cinq éléments de {si, . . . , 57} est libre. 

Soit donc deux combinaisons linéaires indépendantes J2j bjSj = J2j = 
et posons yj = bj/bj pour 1 < j < 7. 

Les Ui sont distincts deux-à-deux (car si y» était égal à yj, la famille des (s/c), 
k ^ i,j serait liée). Si {(cj), (cj)} est une autre base des combinaisons linéaires 
reliant les (si), la matrice de passage de la base {bj),{bj)} vers la précédente 
donne l'homographie reliant les {Cj/cj) aux yj. 

Une fois les yj trouvés, la détermination des {aj) revient à résoudre le système 
linéaire à 7 inconnues et 12 équations 

qui s'avère avoir une unique solution (à un scalaire multiplicatif près). 

Remarquons que F, H et les yi ne sont pas uniques, puisqu'à partir de polynômes 
F, H et d'éléments yi satisfaisant aux relations d'incidence, on peut en obtenir 
une infinité d'autres en les transformant par une homographie Y {aY + 
h)/{cY + d), a,b,c,d e K. 

Cependant, une fois fixés trois y^, F est unique. On peut par exemple prendre 
yi =00,2/2 = 0,y3 = 1. Néanmoins, dans ce cas, les coefficients de et iî ne 
sont pas stables par l'action de G. 

Si, par contre, on peut trouver des yi € K tels que, pour tout a € G, 
^{Vk) = y<T(k)i les coefficients de F (définis à une constante près) peuvent être 
choisis dans if*^, le sous-corps de K fixé par G. 

Par ailleurs, si deux solutions (y^) et (zj) sont telles que la relation ci-dessus 
soit vérifiée pour chacune d'elles, l'homographie permettant de passer de l'une 
à l'autre peut aussi être choisie à coefiicients dans K'^ . 

Nous montrons ci-après qu'il existe une famille famille {yi) plus satisfaisante 
que les autres, du point de vue galoisien et de la compatibilité avec les homo- 
graphies sur les Xi : 
Posons 

_ t;i (1/0:1,..., 17x7)0:1 ...xr 

yi — vi ' 

2/<t(i) = o-(2/i) et = a{ui) pour a G Syl 

' u = UlAy-yi) 

h = U2UsUiv1 

_ mi = U2U3U4,Vi{x2 - X3){X3 - X4){x4 - X2) 

Proposition 1.- Les y, construits ci-dessus vérifient les propriétés suiv- 
antes: 

a) pour tout a €G, y„^i) = a{yi) 

h) Pour toute homographie h: z\-^ {az + b)/{cz + d), a,b,c,d G k, on a 

yi{h{xi), h{xr)) = h{y^{xi, X7)). 
c) l'application (xi, . . . , X7) 1—» (yi, . . . , 2/7) est involutive. 
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Le théorème V est alors vérifié en prenant pour T (resp. V ) la correspon- 
dance d'équation F = (resp. H = 0), avec 

aESyl rrESyl 

De plus, les coefficients de F et H sont invariants par G. 

En effectuant la division euclidienne de FH (vu comme polynôme en X) par 

P, on obtient FH = P{X)V{Y) - (j){X,Y), où (j) est de degré < 6 en X et de 
degré < 7 en F. Comme, pour toute racine y de U, (j){X, y) s'annule en les 7 
racines de P, ^ est de la forme Q{X)U{Y), Q de degré < 6, et on a 

FH = P{X)V{Y) - Q{X)U{Y). 

Par ailleurs, on a la formule explicite suivante pour Q : 
Proposition 2.- On a 



aeSyl 

où qi = ulP'{xi){x2 - Xe){x3 - X5){X4 - Xj). 

Il est alors clair que les coefficients de Q sont invariants par G, et que P et 
Q sont premiers entre eux. 

Si T est une indéterminée, et si Pt = — TQ et Ut = U — TV, on a 
immédiatement FH = Pt(X)F(F) - Q{X)Ut{Y). 

On en déduit que l'ensemble A des racines de Pt et l'ensemble A' des racines 
de Ut sont reliées par une relation d'incidence de type "points-droites" sur le 
plan projectif P^(F2) : si y G A', les trois "points" de y sont les racines de 
F{X,y). 

Ceci prouve le théorème 1. 

Le polynôme S du théorème 1' s'obtient par exemple en multipliant le dis- 
criminant de P par le produit des cr(ui), oii a parcourt le groupe symétrique 
St, et en exprimant le résultat en fonction des coefficients de P. 

Remarques.- 1) Soit disc{P, X) le discriminant d'un polynôme relativement 
à X. Après calculs, il s'avère que 

(H VbY^disc{P - TQ, X) = (]J Uaf'disciU - TV, Y). 

h a 

Cela prouve que, si P e k[X] n'annule pas S, il en est de même de tout 
polynôme séparable du faisceau P — TQ associe . 

2) Si F est la correspondance de la proposition 1, on peut montrer que, pour 
toute spécialisation t de T, les racines (ao)oe^ de P — tQ et {(3b)beb de U — tV 
sont telles que, pour tout j G B, f3j est la spécialisation en les de la fraction 
rationnelle yj{x\, . . . , xr). 
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4 Démonstration des théorèmes 2 et 2' 



Le groupe de Galois de l'extension M = K{T){A) de K{T) est contenu dans 

G : si (T est un élément de ce groupe, et si trois éléments de A sont "alignés", 
i.e. s'il existe y € A' tel que ces trois éléments sont les racines de F{X, y), leurs 
images par a sont les racines de F{X,a{y)), et sont donc alignés; a préservant 
l'alignement, il est dans G. 

Par ailleurs, on peut montrer , par exemple en prenant l'un des exemples 
donnés en introduction, que le type de ramification de X i— > P{X)/Q{X) est 
(2^, 2^, 2^, 2^, 2^, 2^). Comme le seul sous-groupc transitif de G C S7 engendré 
par des produits de deux transpositions est G lui-même, on en déduit que G est 
le groupe de Galois de M/K{T), d'où le théorème 2. 

Le théorème 2' s'en déduit facilement : si un polynôme séparable P a un 
groupe de Galois contenu dans G, on peut mettre en bijection l'ensemble de 
ses racines et le plan projectif A, de façon que les coefficients de F , G et Q 
appartiennent au corps de base k. Par un raisonnement analogue au précédent, 
on montre alors que G est le groupe de Galois de P — TQ sur k{T), pourvu que 
le résultant iî de P et Q soit non nul; on peut alors prendre Hi = Yl^^gj/G ^■ 
Le discriminant de P — TQ relativement à X est le carré d'un polynôme S{T) de 
degré 6, dont le discriminant permet d'obtenir le polynôme H2 de la remarque 
suivant le théorème 3. 

Remarquons d'autre part que, génériquement, le polynôme Q a un discrim- 
inant non nul (comme le montre sa spécialisation en le premier exemple de 
l'introduction). En particulier, d'après la remarque 1 de la section précédente, 
le polynôme Q unitaire construit à partir du polynôme riaG^("'^ ~ ^a)i où les 
Xa sont des indéterminées, vérifie les hypothèses du théorème 1'. 

5 Le problème de Noether pour L3(2) 

Le stabilisateur d'un point a G A dans G = L3(2) est isomorphe au groupe 
symétrique 54, agissant transitivement sur les six parties à deux éléments de 
{1, 2, 3, 4}. Il est bien connu que le problème de Noether a ime solution positive 
dans ce cas, c'est--dire qu'il existe un polynôme générique unitaire Q, à six 
indéterminées Ti , . . . , Tg, tel que tout polynôme unitaire de degré 6 suffisamment 
général sur un corps k de caractéristique nulle, de groupe de Galois contenu dans 
5*4 via cette action, est obtenu par spécialisation de ces indéterminées en des 
éléments de k. Une façon d'obtenir Q est par exemple la suivante : si P e k[X] 
de degré 6 a comme groupe de Galois ^4 C Ag, ses racines se regroupent en trois 
couples {xi,x'i), {x2,x'2) et {xajX'^) telles que x'^ G k{xi). Le polynôme dont les 
trois racines sont les Zi = {xi — x'^)^ est de la forme X^ — aiX^ + a2X — v?, 
ai, 61 et M G fc, et, comme Xi + x[ £ k{zf), il existe «3, et 05 dans k tels que 
Xi = Zi + as + a4zf + a^zf; Le polynôme générique est le polynôme minimal de 
z. Les quantités 01,02,03,04,05 et u, exprimées en fonction des racines d'un 
polynôme indéterminé P = {X — xi)...{X — xe), engendrent le sous-corps de 
Q(a;i, . . . , xq) fixé par 5*4. 
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Soit donc (xa)aeA sept indctcrminccs indicées par A ~ P^(F2), K = Q((Xq)), 
M = K'^ , et soit F la correspondance définie sur M de la proposition 1. Soit 
Qi G M[X] le polynôme unitaire proportionnel à Q; par construction, il existe 
une bijcction a a„ de A siu l'ensemble formé des six racines de Qi et de l'infini 
et une bijection b {Pb) de B sur les racines de V telles que F{aa, Pb) = si et 
seulement si a € 6. Le groupe de Galois de Qi sur M fixe l'infini et permute les 
autres («a), il est donc contenu dans le stabilisateur Stoo de l'infini dans L3(2), 
et lui est en fait égal, puisque c'est le cas pour l'exemple 1 de l'introduction, qui 
en est une spécialisation. 

Par ailleurs, comme on l'a vu précédemment, le polynôme Qi est suffisam- 
ment général, dans la terminologie du théorème 1', et la correspondance F 
préservant les relations d'incidence entre les (aa) et les (Pb) est donc unique. 

Par ailleurs, Qi s'obtient par spécialisation de Ti,...,Te en des éléments 
ri, . . . , re G M du polynôme générique Q; le polynôme Qi est donc à coefficients 
dans L = Q{ri, . . . ,re), a Stoo comme groupe de Galois sur L. D'après la 
remarque 2 de la fin de la section 3, F est donc donnée par la formule de la 
proposition 1, oii les Xi sont spécialisés en les «j, et F est à coefficients dans L. 

Le polynôme initial P = YlaGAi-^ ~ -^a) s'obtient à partir de F en éliminant 
Y entre les relations F{Xa,Y) et F{X,Y), (a G A), et est donc à coefficients 
dans L{Xa), pour tout a G A; le groupe de Galois de K/L{Xa) est égal au 
stabilisateur de a dans G, et donc le groupe de Galois de l'intersection N = 
riaeAL{Xa) est égal à G, d'où N = K^. Comme, pour a G A, iV est une 
sous-extension de l'extension L{Xa)/L, qui est transcendante pure de degré 1, 
il existe rr G N tel que n, . . . , r7 sont algébriquement indépendants, et telle que 
= N = L{r'j) = Q(ri, . . . , ry), d'où le résultat. 

De façon explicite, on peut prendre = OaGA^a • ^oit en effet R G F\X\ 
le polynôme unitaire de degré 7, s'annulant en 0, associé à F. Il existe t G M 

tel que le polynôme P = Yli^ ~ ^a) s'écrit R — tQi. Comme R et Qi sont 
unitaires, on a, —JJxa = R{0) — tQi{0) = —tq^, où qg est le terme constant 

de Qi. Par suite, t = , d'oii le résultat. Par construction, le polynôme 
R — TjQi G Q(Ti, . . . , T'7)[X] est un polynôme générique pour les polynômes de 
degré 7 dont le groupe de Galois est un sous-groupe de L3(2). 

6 D'autres cas 

Pour terminer, donnons quelques résultats analogues aux théorèmes 1 et 2 pour 

les polynômes de degré 4, 5 et 6: 

1) Soit P G k[X] un polynôme de degré 4, suffisamment général (en ce sens 
que ses coefficients n'annulent pas un certain polynôme non nul), et dont le 

groupe de Galois est contenu dans (Z/2Z)^. Il existe un polynôme Q G k[X] de 
degré 4 tel que le groupe de Galois de P — TQ sur k{T) est (Z/2Z)^. 

Ici, le polynôme Q est particulièrement simple à calculer: si on homogénéise 
P par R{X, Z) = Z'^P{X/Z), 
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et si 




P'2 modP. 



Par ailleurs, P{X)Q{Y)-P{Y)Q{X) = {X -Y)Fi{X,Y)F2{X,Y)F^{X,Y), 



où Fi, F2 et F3 sont des correspondances 1 — 1 symétriques, en fait les graphes 
des trois homographies involutives envoyant une racine de P — TQ sur ses trois 
autres conjuguées. Ces homographies sont indépendantes de T. 

2) Soit P e k[X] un polynôme de degré A, suffisamment général et dont le 
groupe de Galois est contenu dans le groupe diédral D4. Il existe deux polynômes 
Ql etQ2 e k[X] de degré < 4 

tel que le groupe de Galois de P — TiQi — T2Q2 sur k{T) soit Di. 
Explicitement, si P = Yli^Z/AZi^ — Xi), si m = xo — a;i + 2:2 — X3 et si 
q = ux + Xi^a — .T0.X2, on peut prendre Qi = q^ et Q2 = uq{2x^ — x{xq + Xi + 

X2 +XqX2 +XiX^), 

F étant une correspondance (à un paramètre) 2 — 2 telle que j/j) = 

si et seulement si j = i ou j = i + 1, et iî la correspondance 1 — 1 graphe de 
l'homographie involutive envoyant, pour tout i, Xi sur Xi+2- 

3) Soit P e k[X] de degré 5, suffisamment général, tel que le groupe de 
Galois de P soit contenu dans le groupe diédral D5. Il existe Q £ k[X] de degré 
< 4 tel que le groupe de Galois de P — TQ sur k{T) soit égal à D5. 

Soit P = YlieZ/bZi^ ~ ^i)- ^ 



et P{X)Q{Y) - P(Y)Q{X) = {X - Y)FG, où F et G sont les deux correspon- 
dances symétriques de bidegré 2 — 2 telles que F{xi,Xj) = (resp. G{xi,yj) = 0) 
si et seulement si i — j ±1 (resp. i — j ^ i2.) 

4) Soit P € k[X] de degré 6, suffisamment général, tel que le groupe de Galois 
de P soit contenu dans le produit en couronnes G de S^ par Z/2Z (d'ordre 72). 
Il existe Qi et Q2 G k[X] de degré 5 tel que le groupe de Galois de P — TiQi — 
T2Q2 sur k{Ti,T2) soit égal à G. 

Remarques.- 1) Pour n > 6, il n'est pas vrai que, si (a;i)j£Z/nZ ^^"^^ 
des indéterminées, il existe une 2 — 2 correspondance F compatible avec les 
relations d'incidence associées à un polygone régulier à n côtés (dont le groupe 
associé est le groupe diédral Z>„) définies dans l'introduction: on sait d'après 
l'interprétation du théorème de Poncelet par Jacobi que ceci revient à se donner 
une courbe elliptique munie d'un point d'ordre n et d'un autre point, situation 
paramétrée par une surface, alors qu'ici, une fois X\,X2 et x^ ramenés à 00, et 
1, on a une variété de dimension n — 3. Pour n = 5, cela explique qu'il n'y a 
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pas de condition sur les Xi (point 3) ci-dessus), et , pour n = 4, qu'on trouve 
une famille à deux paramètres au point 2) ci-dessus. 

Par contre, soit {xi,. . . ,xq) six quantités. Il n'existe en général pas de corre- 
spondance F de bidegré 2 — 2 et six quantités (yi, . . . , ye) telles que F{xi, yj) = 
si et seulement si j = i ou j = i + 1. Pour qu'il en existe, il faut et il suffit que 

(Xo - Xi){x2 - X3){X4 - 2:5) + (Xi - 2:2) (.T3 - 2:4) (.T5 - Xo) = 0, 

i.e. qu'il existe une homographie involutive transformant Xi en Xi+3 pour i e 
Z/6Z. 

Si cette condition est réalisée, il existe Q de degré < 5 tel que P — TQ ait 
Dq comme groupe de Galois sur Q(.to, • • • tX5){T). 

2) Soit F G fc[X, y] une correspondance de bi-degré 2 — 2, associée à la 
configuration de Poncelet associée au polygone à n côtés; F est compatible si et 
seulement si le diviseur Dx — Dy est d'ordre n, oii Dx (resp. Dy) est la partie 
polaire du diviseur de la fonction X = (resp. Y = 0). 

Soit F une correspondance 3 — 3 compatible avec P^(F2). Si F{u, v) = 0, le 
diviseur de la fonction (Y — v)/{X — u) est égal à 7{Dx — Dy), donc Dx — Dy 
est d'ordre 7 dans le groupe de Picard de la courbe (génériquement de genre 4) 
d'équation F = 0. Mais cette condition n'est pas suffisante . Par exemple, la 
courbe 

F = X3y3 + 2 X3y2 + 4 x^Y + 4X^ + 3 X^Y^ + 4 X^Y+ 
3XY^ + 2XY^ +AXY + 4X + 2Y'^ +4Y + 2 

définie sur F5 est une correspondance 3 — 3, le diviseur Dx — Dy est d'ordre 7, 
mais elle n'est pas P^(F2) compatible. 
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